Informatica — 2020-09-11

Nota: Scrivete su tutti i fogli nome e matricola.

Esercizio 1. Si fornisca la definizione di validita per una tripla di Hoare, commentandola
sinteticamente. Dopo, si enunci il teorema di correttezza per il sistema deduttivo delle
triple di Hoare, anche qui commentandolo sinteticamente.

Esercizio 2. Le sequenti regole definiscono induttivamente linsieme T degli alberi binari
con numeri interi nei nodi interni (regole [T0],[T1]), una relazione R € P(T xT) (regole
[RO], [R1]), e una relazione Q € P(T X 7Z) (regole [QO0], [Q1]). Sotto, a,x,y indicano interi
mentre s, d,t indicano alberi in T.
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1. [20%] St fornisca un albero t contenente esattamente 3 interi e un albero t' per cui
valga R(t,t') e si giustifichi la risposta esibendo una derivazione.

2. [20%] Si enunci il principio di induzione associato alla relazione R.

3. [10%] Si consideri l'enunciato sequente:
Vity,te € T, wy, 29 € Z. R(t1,t2) A Q(t1,21) N Q(ta, x3) = x1+ 22 =0
St riscriva ’enunciato in modo logicamente equivalente nella forma
Vi, bty € T. Rty 1) = p(t1,to)
per un qualche predicato p.

4. [50%] Si concluda la dimostrazione dell’enunciato visto sopra usando il principio di
induzione associato a R.

Soluzione (bozza).
Parte 1
Un possibile esempio é:

R(e, €) R(e,€) R(e, €) R(e,€)
R((e,1,¢), (e, —1,€)) R((e,—3,¢€), (€,3,¢€))
R(((e,1,€),2,(e,—3,€)), ((e,—1,€), =2, (€, 3,¢€)))

Parte 2

Per dimostrare p(ti,ty) per ogni t1,to € T tali che R(ty,t2) ¢ sufficiente verificare che:
1) plee)
2) Vs,d,s',da. p(s,s')Ap(d,d) = p((s,a,d), (s, —a,d))

Parte 3

Basta prendere:
p(tl,tg) : Va:l,xQ € 7. Q(tl,l'l) A Q(tQ,LEg) — X1+ To = 0

Parte 4 Procediamo per induzione su R:
Caso [RO]



Dobbiamo dimostrare p(e, €). Per farlo, assumiamo come ipotesi

IP1: Qe )
IP2: Q(E, [Eg)

e dimostriamo la nuova tesi z; + x2 = 0.
Invertiamo I P1: siccome puo essere ricavata solo da [Q0], otteniamo z; = 0.
Invertiamo I P2: siccome puo essere ricavata solo da [Q0], otteniamo x5 = 0.
Di qui, la tesi si ricava facilmente: z; + x5 =0+ 0 = 0.
Caso [R1]
Assumendo come ipotesi induttive IP1 : p(s,s’) e IP2: p(d,d’), ovvero

IP1 V2, 2y, € Z. Q(s,2)) NQ(s',2h) = 2+, =0
IP2: V2, € Z. Q(d, ) NQ(d',xy) = 2+ 25 =0

dimostriamo la tesi p((s, a,d), (s', —a,d')). Per farlo, assumiamo come ipotesi

IP3:Q((s,a,d),x;)
IP4:Q((s,—a,d), xs)

e dimostriamo la nuova tesi 1 + x5 = 0.
Invertiamo I P3: siccome puo essere ricavata solo da [Q1], otteniamo 1 = by +a + ¢,
assieme a

IP4:Q(s,by)
IP5:Q(d, )

Invertiamo I P4: siccome puo essere ricavata solo da [Q1], otteniamo x5 = by+(—a)+co
assieme a

1P6: Q(s',by)
IPT:Q(d, )

Da IP1 (con x| = by e x, = by) e da I P4, I P6 otteniamo by + by = 0.
Da IP2 (con x| = ¢; e xy, = ¢9) e da I P5, I P7 otteniamo ¢; + ¢3 = 0.
Concludendo, per dimostrare la tesi, basta usare tutte le uguaglianze cosi ricavate:

rit+zy=0Oi+a+c)+(ba+(—a)+c2) = (b1+b)+(a—a)+(c1+c)=04+0+0=0
[

Esercizio 3. Si consideri il linguaggio IMP con le sue espressioni e i suoi comandi. Si
definiscano come seque le due relazioni E € P(Expx Exp) e C € P(ComxCom). E(e,¢€)
vale se e solo se € ¢& ottenuta da e aumentando di uno tutte le costanti. Analogamente,
C(c, d) vale se e solo se il comando ¢ ¢ ottenuto da ¢ aumentando di uno tutte le costanti,
eccetto il ‘£ 07 che appare nella sintassi di if e while. Per esempio, valgono:

E((r+5)*xy+4, (v+6)xy+5)
C(while z+4#0doz:=2—5, whilexz+5%#0dox:=x—6)

1. [50%] Si formalizzino le relazioni E,C descritte sopra, definendole induttivamente
tramite un insieme di regole. Per chiarezza, indicate con & la somma in Z e con +
la sintassi per la somma tra espressioni.

2. [50%] Si trovino due comandi ¢ e ¢ che soddisfino la proprieta sequente. Sotto, g
indica lo stato che associa il valore zero a tutte le variabili. Si giustifichi la risposta
almeno in modo informale.

Cle, ) A (aa’, 6", (e, a0) = 0 A, a0) —p 0" Ao (z) = 3 A 0" (z) = 10)
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Soluzione (bozza).
Parte 1

E(z,z® 1)

(z, )
(e1,€1) Efeg e

(e1 + eq, €] + €

2)
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(er,¢1) Efes )
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(e1 —eg, €] —e
E(€1,61) ( 76/2
E(ey x ey, €] x¢€})

E(e,€)

Clr:=ex:=¢)
C(ey, ) C(ca, &)

C(cr; o, ¢h56h)

E(e,€) C(e1, ) C(ca, )
C(if e # 0 then ¢; else cq, if ¢/ # 0 then ¢} else ¢})
E(e,€) C(e, d)

C'(while e # 0 do ¢, while ¢/ # 0 do ¢/)

Parte 2
Si prendano ¢, ¢ some segue

c=if1+1—2%#0thenz:=9else z:=3
d=if2+2—-3#0thenz:=10e¢else z:=4

E immediato vedere che C(c, ¢') vale.
Eseguendo ¢ dallo stato og, siccome la guardia dell’if e falsa, si assegna 3 a x e si
termina in o’ = og[x > 3] che soddisfa o’(z) = 3.
Invece, eseguendo ¢’ dallo stato og, siccome ora la guardia dell’if & vera, si assegna 10
a x e si termina in ¢” = oyl +— 10] che soddisfa ¢”(x) = 10.
O



Nome Matricola

Esercizio 4. Si dimostri formalmente la validita della tripla di Hoare sequente riempiendo
le linee sottostanti con opportune asserzioni.

{z = N pari >0}

y =0

while z > 0 do

Ti=x— 2
y:=y+10
{y =5N}

Giustificare qui sotto eventuali usi della regola PrePost.




Soluzione (bozza).

{z = N pari >0} (1)

{r > 0Nz pariAbz+0=5N}

y = 0;

{INV :x>0AzpariAdbx+y=>5N}

while z > 0 do
{INV Az >0} (2)
{r—=2>0ANz—2pariANb(x—2)+y+10=5N}
T i=x— 2
{r >0AzpariAbr+y+ 10 =5N}
y:=y+10

{INV A=(z > 0)} (3)

{y =5N}

PrePost:

1) Banale aritmetica.

2) La tesi x — 2 > 0 si ricava da > 0 e dalla parita di z. La tesi x — 2 pari si
ricava da x pari. La tesi 5(z —2) +y + 10 = 5N si riscrive equivalentemente come
5 — 10+ y + 10 = 5N e quindi come 5z + y = 5N che e un’ipotesi.

3) Dax>0e =(x>0)sihaxz=0. Diquie INV,sihab5-0+y =>5N e quindi la

tesi.
O



